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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια
		
	


	Βλ.
	Βλέπε




	ΜΚΔ
	Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης




	ΕΚΠ
	Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο




	ΦΠΑ
	Φόρος Προστιθέμενης Αξίας




	m
	Meter (μέτρο)




	cm
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	km
	Kilometre (χιλιόμετρο)




	€
	Euro (Ευρώ)








Σύνοψη
		
Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στην κατανόηση της έννοιας των κλασμάτων, των ποσοστών και των αναλογιών καθώς και στη χρησιμότητά τους σε εφαρμογές. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ενότητες για υπόδειξη εκτέλεσης πράξεων με κλάσματα, επίλυση προβλημάτων αναλογιών και γραφικές παραστάσεις για σχέσεις αναλογίας.




Προαπαιτούμενη γνώση
		
Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Άλγεβρας.






2.1 Η έννοια του κλάσματος



Η λέξη "κλάσμα" προέρχεται από την αρχαία ελληνική λέξη "κλαίω" ή "κλω" που σημαίνει κόβω, τεμαχίζω κάτι. Κλάσμα είναι το μαθηματικό σύμβολο το οποίο δηλώνει σε πόσα ίσα μέρη χωρίσαμε κάτι και πόσα μέρη πήραμε. Για παράδειγμα, να χωρίσουμε ένα γλυκό σε 7 κομμάτια και να πάρουμε τα 5. Ως προς τη μορφή του, ένα κλάσμα αποτελείται από τον αριθμητή, τον παρονομαστή και την κλασματική γραμμή.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.1 Η μορφή του κλάσματος.

 

Ο αριθμητής ενός κλάσματος εκφράζει πόσα από τα ισοδύναμα μέρη στα οποία είχαμε διαιρέσει κάτι έχουμε πάρει, ενώ ο παρoνομαστής αντιπροσωπεύει τον αριθμό των ισοδύναμων μερών. H κλασματική γραμμή είναι η γραμμή που χωρίζει τον παρoνομαστή από τον αριθμητή (βλ. Εικόνα 2.1) (Barrow, J. 2000). 

Κάθε κλάσμα αποτελεί μια μορφή διαίρεσης όπου ο αριθμητής έχει το ρόλο του διαιρετέου και ο παρονομαστής έχει το ρόλο του διαιρέτη. Οι ρόλοι των τμημάτων των κλασμάτων απεικονίζονται και σχηματικά στην Εικόνα 2.2.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.2 Το κλάσμα σε μορφή διαίρεσης.

 

Κάθε φυσικός αριθμός ν μπορεί να έχει τη μορφή κλάσματος με παρονομαστή ίσο με 1, δηλαδή  ν = ν/1. Η έννοια του κλάσματος επεκτείνεται και στην περίπτωση που ο αριθμητής είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή. Τότε το κλάσμα είναι μεγαλύτερο από το 1. Ο παρονομαστής σε οποιοδήποτε κλάσμα δεν μπορεί να είναι ίσος με 0.

Όταν ένα μέγεθος ή ένα σύνολο ομοειδών αντικειμένων το χωρίσουμε σε v ίσα μέρη, το κάθε ένα από αυτά ονομάζεται "νιοστό" και συμβολίζεται με 1/ν . Το τμήμα που αποτελείται από κ μέρη από τα  ν, το συμβολίζουμε με το κλάσμα κ/ν και το διαβάζουμε  "κάπα νιοστά". Δηλαδή   κ/ν = κ ∙ 1/ν. Ο αριθμός κ είναι ο αριθμητής, ο αριθμός ν είναι ο παρονομαστής και οι δύο μαζί καλούνται όροι του κλάσματος.

Κάποια κλάσματα ονομάζονται ειδικά αν είναι της μορφής 0/ν ή ν/ν με ν≠0. Για αυτά τα κλάσματα ισχύει: 0/ν = 0 και ν/ν = 1. Δηλαδή, αν ένα κλάσμα είναι ίσο με 0 αυτό σημαίνει ότι μόνο ο αριθμητής του είναι 0 και αν ένα κλάσμα είναι ίσο με 1 αυτό σημαίνει ότι οι όροι του κλάσματος είναι ίσοι(Khinchin, A. 1964).


Παράδειγμα :

 
Στο σχήμα της Εικόνας 2.3 ένα τετράγωνο έχει χωριστεί σε τριών ειδών μέρη με βάση το χρώμα. Να βρεθεί τι κλάσμα του τετραγώνου είναι το κάθε μέρος του.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.3 Τμήματα τετραγώνου που αντιστοιχούν σε κλάσματα.

 

Λύση:

Κάθε τρίγωνο από τα 4 μεγαλύτερα τρίγωνα στα οποία είναι χωρισμένο το τετράγωνο περιλαμβάνει 4 μικρότερα και ίσα τρίγωνα. Επομένως, τα συνολικά ίσα μέρη στα οποία είναι χωρισμένο το τετράγωνο είναι 16.

Το κίτρινο τμήμα περιλαμβάνει δύο μεγαλύτερα τρίγωνα και άρα 8 μικρότερα, οπότε το κλάσμα του κίτρινου τμήματος είναι 8/16 . Με πράσινο χρώμα υπάρχουν συνολικά 4 μικρότερα τρίγωνα οπότε το κλάσμα του πράσινου τμήματος είναι αντίστοιχα  4/16. Τα τμήματα με το γαλάζιο χρώμα είναι 4 και συνεπώς το κλάσμα που αντιστοιχεί στο γαλάζιο χρώμα είναι 4/16 .


2.1.1 Σύγκριση κλασμάτων με τη μονάδα


Η σύγκριση των κλασμάτων με τη μονάδα ουσιαστικά παραπέμπει στη σύγκριση μεταξύ αριθμητή και παρονομαστή του κλάσματος.


	Αν ο αριθμητής είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή, το κλάσμα είναι μεγαλύτερο του 1,  δηλαδή αν  κ/ν >1 τότε κ > ν και αντίστροφα,

	αν ο αριθμητής είναι μικρότερος από τον παρονομαστή το κλάσμα είναι μικρότερο του 1, δηλαδή αν κ/ν <1 τότε κ < ν και αντίστροφα,

	αν ο αριθμητής είναι ίσος με τον παρονομαστή, το κλάσμα είναι ίσο με 1, δηλαδή αν κ/ν = 1 τότε κ = ν και αντίστροφα.






2.2 Ισοδυναμία κλασμάτων


Δύο κλάσματα  α/β  και  γ/δ  λέγονται ισοδύναμα όταν εκφράζουν το ίδιο τμήμα ενός μεγέθους ή ίσων μεγεθών. Επειδή ακριβώς εκφράζουν το ίδιο τμήμα ενός μεγέθους είναι δηλαδή ίσα μεταξύ τους και γράφουμε: α/β = γ/δ . Για παράδειγμα, τα κλάσματα 2/3 και 10/15  είναι ισοδύναμα, δηλαδή 2/3 = 10/15 .

Αν δύο κλάσματα  α/β και γ/δ είναι ισοδύναμα, τότε αντίστοιχα είναι ίσα και τα  "χιαστί γινόμενα"  α ∙ δ = β ∙ γ  και αντίστροφα, π.χ. αφού 2/3 = 10/15 τότε ισχύει και 2 ∙ 15 = 3 ∙ 10  και αντίστροφα (Koshy, T. 2007).

Για να κατασκευάσουμε ισοδύναμα κλάσματα ή για να διαπιστώσουμε ότι δύο κλάσματα είναι ισοδύναμα, μπορούμε να εφαρμόζουμε τους παρακάτω κανόνες:


	Όταν πολλαπλασιαστούν οι όροι ενός κλάσματος με τον ίδιο φυσικό αριθμό, το κλάσμα που θα προκύψει θα είναι ισοδύναμο με το αρχικό. 

	2/3  = 2∙4/3∙4 =  8/12

	Όταν οι όροι ενός κλάσματος διαιρεθούν με τον ίδιο φυσικό αριθμό προκύπτει κλάσμα ισοδύναμο με το αρχικό.

	10/15 = 10:5/15:5 =  2/3


Η διαδικασία της διαίρεσης των όρων του κλάσματος με τον ίδιο φυσικό αριθμό λέγεται απλοποίηση και έχει ως αποτέλεσμα ένα κλάσμα με μικρότερους όρους και ισοδύναμο με το αρχικό.
 
Το κλάσμα εκείνο που δεν μπορεί να απλοποιηθεί (δεν υπάρχει κοινός διαιρέτης αριθμητή και παρονομαστή) λέγεται ανάγωγο όπως είναι το 7/12.

Για να κάνουµε απλοποίηση σε ένα κλάσµα, υλοποιούµε έναν από τους δύο τρόπους:


	1ος τρόπος: ∆ιαιρούµε τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του κλάσµατος µε τον ΜΚ∆ τους. Αν διαιρέσουµε απλά µε έναν κοινό τους διαιρέτη, πρέπει να κάνουµε πάλι την ίδια διαδικασία, µέχρι να καταλήξουµε σε ανάγωγο κλάσµα. Μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών α και β είναι ο μεγαλύτερος κοινός διαιρέτης των α και β. Επειδή κάθε κοινός διαιρέτης είναι μικρότερος ή ίσος με τους α και β, αποδεικνύεται ότι υπάρχει μέγιστος διαιρέτης τους. Ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α, β συμβολίζεται με ΜΚΔ (α, β).

	2ος τρόπος: Αναλύουµε τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του κλάσµατος σε γινόµενο πρώτων παραγόντων και διαγράφουµε τους ίδιους όρους από τον αριθµητή και τον παρονοµαστή. Αν αναλύσουµε απλά σε γινόµενα, πρέπει να κάνουµε πάλι την ίδια διαδικασία, µέχρι να καταλήξουµε σε ανάγωγο κλάσµα.



Δύο ή περισσότερα κλάσματα εκτός από ισοδύναμα ή όχι χαρακτηρίζονται και ως ομώνυμα ή ετερώνυμα.




Όταν δύο ή περισσότερα κλάσματα έχουν τον ίδιο παρονομαστή λέγονται ομώνυμα και όταν έχουν διαφορετικούς παρονομαστές ονομάζονται ετερώνυμα.




Για παράδειγμα, τα κλάσματα 2/7  και 5/7  είναι ομώνυμα ενώ τα κλάσματα  2/7  και  5/3 είναι ετερώνυμα.

Για την μετατροπή των ετερώνυμων κλασμάτων σε ομώνυμα ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:


	Πριν από κάθε μετατροπή ετερώνυμων κλασμάτων σε ομώνυμα ελέγχουμε αν τα κλάσματα απλοποιούνται.

	Βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) των παρονομαστών των ανάγωγων ετερώνυμων κλασμάτων. Ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, ΕΚΠ, δύο ή περισσοτέρων φυσικών αριθμών, όπως δηλώνει ο όρος, είναι ο ελάχιστος (μικρότερος), φυσικός αριθμός που διαιρείται ακριβώς με καθένα εξ αυτών. Για την εύρεση του ΕΚΠ αναλύονται οι δοσμένοι αριθμοί σε γινόμενα πρώτων παραγόντων όπου και δημιουργείται ένα τελικό γινόμενο με τους κοινούς και μη κοινούς παράγοντες στη μεγαλύτερη φερόμενη δύναμη εκάστου. Το τελικό γινόμενο αυτό δίνει το ΕΚΠ των δοσμένων αριθμών.

	Διαιρούμε το ΕΚΠ με καθένα από τους παρονομαστές.

	Πολλαπλασιάζουμε τους δύο όρους του κάθε κλάσματος επί το αντίστοιχο πηλίκο της παραπάνω διαίρεσης.



Παράδειγμα:
 
Να απλοποιηθεί το κλάσμα  35/45 .


Λύση:


Ο ΜΚΔ (μέγιστος κοινός διαιρέτης) του αριθμητή και του παρονομαστή είναι: ΜΚΔ (35, 45) = 5.

Διαιρούμε τους όρους του κλάσματος με το 5 και έχουμε: 35/45  =  35:5/45:5 = 7/9 .

Το κλάσμα που δεν μπορεί να απλοποιηθεί (δεν υπάρχει κοινός διαιρέτης αριθμητή και παρονομαστή) λέγεται ανάγωγο. Το κλάσμα 7/12  είναι ανάγωγο αφού ο ΜΚΔ (7,12) = 1.

Παράδειγμα:


Να γίνουν ομώνυμα τα κλάσματα:  5/6  και 1/3 .


Λύση:

Συμφωνα με τη διαδικασία μετατροπής των ετερώνυμων σε ομώνυμα αρχικά βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) των παρονομαστών που στο συγκεκριμένο παράδειγμα είναι το 6 [ ΕΚΠ (3, 6) = 6].

Έπειτα διαιρούμε το ΕΚΠ με καθένα από τους παρονομαστές και πολλαπλασιάζουμε τους δύο όρους του κάθε κλάσματος επί το αντίστοιχο πηλίκο της παραπάνω διαίρεσης. 

Η διαίρεση του πρώτου κλάσματος με τον ΕΚΠ δίνει αποτέλεσμα 1 οπότε πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με 1.


5∙1/6∙1 =  5/6

Αντίστοιχα η διαίρεση του δεύτερου κλάσματος με τον ΕΚΠ δίνει αποτέλεσμα 2 οπότε πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με 2.
1∙2/3∙2  = 2/6





2.3 Σύγκριση κλασμάτων

Για τη σύγκριση κλασμάτων διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:



	Σύγκριση ομώνυμων κλασμάτων: Μεγαλύτερο είναι αυτό που έχει μεγαλύτερο αριθμητή για παράδειγμα ισχύει ότι 3/4 >  1/4 .


	Σύγκριση ετερώνυμων κλασμάτων: Τα μετατρέπουμε σε ομώνυμα και συγκρίνουμε τους αριθμητές. Τα κλάσματα  1/2  και  1/3 , αφού μετατραπούν σε ομώνυμα γίνονται  3/6  και  2/6  αντίστοιχα και επομένως αφού  3 > 2 ισχύει και οτι 3/6  > 2/6 .


	Κλάσματα με ίσους αριθμητές: Μεγαλύτερο είναι αυτό που έχει μικρότερο παρονομαστή. Για παράδειγμα αφού 4 < 6 ισχύει και οτι  2/4 > 2/6 .



Τα κλάσματα στα οποία ο αριθμητής είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή, λέγονται καταχρηστικά και είναι μεγαλύτερα από το 1 (Mkaouar, M. 2001).


Παράδειγμα:
 
Τοποθετήστε σε αύξουσα σειρά τα κλάσματα 3/8 , 7/5 , 2/3 , 1/2 .


Λύση:


Βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο όλων των παρονομαστών ΕΚΠ (2, 3, 5, 8) = 120, και στη συνέχεια διαιρούμε με τον κάθε παρονομαστή και προκύπτει:
120:8 = 15, 120:5 = 24, 120:3 = 40, 120:2 = 60.

Επομένως έχουμε:


3/8 = 3∙15/8∙15 = 45/120,   7/5 = 7∙24/5∙24 = 168/120 ,  2/3 = 2∙40/3∙40 = 80/120  και 1/2 = 1∙60/2∙60 = 60/120.
Αλλά 45 <60 <80 <168  και συνεπώς  45/120 < 60/120 < 80/120 < 168/120 ⇔  3/8 < 1/2 < 2/3 < 7/5.





2.4 Πράξεις με κλάσματα

Το κλάσμα είναι ρητός αριθμός. Όπως και όλοι οι αριθμοί, τα κλάσματα μπορούν να προστεθούν, να αφαιρεθούν, να πολλαπλασιαστούν και να διαιρεθούν (Shatzer, J. 2008). 


2.4.1 Πρόσθεση και Αφαίρεση κλασμάτων

Για την πρόσθεση και την αφαίρεση κλασμάτων ισχύουν τα εξής:

		Προσθέτουμε δύο ή περισσότερα ομώνυμα κλάσματα προσθέτοντας τους αριθμητές τους. Συγκεκριμένα ισχύει ότι α/γ  + β/γ  =  α+β/γ . Για παράδειγμα είναι: 7/5 +  2/5  =  7+2/5 = 9/5 .

	Προσθέτουμε ετερώνυμα κλάσματα αφού πρώτα τα μετατρέψουμε σε ομώνυμα. Για παράδειγμα έχουμε: 7/4 +  2/3 =  21/12 +  8/12 = 29/12 .

	Αφαιρούμε δύο ομώνυμα κλάσματα αφαιρώντας τους αριθμητές τους. Δηλαδή ισχύει ότι α/γ -  β/γ = α-β/γ, για παράδειγμα:  4/5 -  2/5 =  4-2/5 =  2/5.

	Αφαιρούμε δύο ετερώνυμα κλάσματα αφού τα μετατρέψουμε πρώτα σε ομώνυμα. Συνεπώς η αφαίρεση των κλασμάτων  7/4 και  2/3  μπορεί να πραγματοποιηθεί αφού γίνουν ομώνυμα. Δηλαδή: 7/4  -  2/3  =  21/12 -  8/12 = 13.

	Μερικές φορές αντί να γράφουμε 1 +  4/5, γράφουμε πιο απλά 1 4/5. Ο συμβολισμός αυτός που παριστάνει το άθροισμα ενός ακεραίου με ένα κλάσμα μικρότερο της μονάδας ονομάζεται μεικτός αριθμός.



Παράδειγμα:

Στη βιβλιοθήκη της Εικόνας 2.4 δίνεται το ύψος και το πλάτος του κάθε ραφιού. Να βρείτε το ποσοστό ύψους που καταλαμβάνει το κάθε ράφι.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.4 Ποσοστό ύψους του κάθε ραφιού της ραφιέρας.

 

Λύση:


Για να βρούμε το ποσοστό του ύψους της βιβλιοθήκης  στο οποίο αντιστοιχεί καθένα από τα ράφια πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε το συνολικό ύψος της βιβλιοθήκης. Με βάση τις διαστάσεις των ραφιών που δίνονται στην Εικόνα 2.4 έχουμε:
 
Συνολικό ύψος βιβλιοθήκης  = 10 + 8 + 8 + 2 = 28 cm.
Επομένως το πάνω ράφι καταλαμβάνει τα  10/28  ή  το 35,7% του ύψους της βιβλιοθήκης. Αντίστοιχα το μεσαίο και το κάτω ράφι καταλαμβάνουν τα  8/28  ή  το 28,5% του ύψους της βιβλιοθήκης το καθένα.


Παράδειγμα:

Να υπολογιστεί το άθροισμα και η διαφορά των κλασμάτων 3/12  και  7/20 .


Λύση:


Τα κλάσματα είναι ετερώνυμα και πρέπει πρώτα να μετατραπούν σε ισοδύναμα ομώνυμα.

Έχουμε ΕΚΠ (12, 20) = 60 , οπότε 60:12 = 5  και  60:20 = 3.

Άρα  3/12  =  3∙5/12∙5  =  15/60  και  7/20  =  7∙3/20∙3  =  21/60 .

Επειδή   21/60 > 15/60  μπορεί να υπολογιστεί η διαφορά:  7/20  -  3/12  =  21/60 -  15/60  =  6/60  =  6:6/60:6  =  1/10

και για την πρόσθεση έχουμε: 7/20 +  3/12  =  21/60  + 15/60  =  36/60  =  26:12/60:12  =  5/5.


Παράδειγμα:

Να βρεθεί η διαφορά: 15/4 - 1 και το αποτέλεσμα να γίνει μεικτός.


Λύση:

Είναι: 15/4 - 1  =  15/4  -  4/4  =  11/4 . Για να τρέψουμε το αποτέλεσμα σε μεικτό αριθμό εκτελούμε την ακέραια διαίρεση: 11 = 4 ∙ 2 + 3 και έχουμε 
 11/4 =  4∙2+3/4  =  2∙4/4  +  3/4  =  2 3/4 .



2.4.2 Πολλαπλασιασμός κλασμάτων



Για τον πολλαπλασιασμό κλασμάτων εφαρμόζονται οι ακόλουθοι κανόνες:


	Το γινόμενο δύο κλασμάτων είναι το κλάσμα που έχει αριθμητή το γινόμενο των αριθμητών και παρονομαστή το γινόμενο των παρονομαστών. Πιο αναλυτικά ισχύει:α/β ∙   γ/δ  =   α∙γ/β∙δ   για παράδειγμα:  3/2 ∙ 5/4  =  3∙5/2∙4  =  15/8 .

	Το γινόμενο ενός φυσικού αριθμού επί ένα κλάσμα είναι το κλάσμα με αριθμητή το γινόμενο του αριθμητή επί τον φυσικό αριθμό και με τον ίδιο παρονομαστή. Δηλαδή δεδομένου ότι λ ένας φυσικός αριθμός το γινόμενο με ένα κλάσμα γίνεται ως εξής:  λ ∙  α/β =  α∙λ/β. Για παράδειγμα: 7 ∙ 3/5  =  7∙3/5  =  21/5 .


Τα κλάσματα που έχουν γινόμενο ίσο με τη μονάδα ονομάζονται αντίστροφα. Για παράδειγμα, αφού γ/δ  ∙  δ/γ = 1, τα κλάσματα  γ/δ  και  δ/γ είναι αντίστροφα.


Στα κλάσματα ισχύουν όλες οι ιδιότητες των πράξεων των φυσικών αριθμών.


	Το 1 δεν μεταβάλλει το γινόμενο δηλαδή: 1 ∙  α/β  =  α/β  και  1∙ 2/3 = 2/3


	Αντιμεταθετική ιδιότητα: α/β ∙  γ/δ  =  γ/δ ∙  α/β, για παράδειγμα:  2/5 ∙  3/7  =  3/7   ∙  2/5


	Προσεταιριστική ιδιότητα: α/β ∙  (γ/δ ∙ ε/ζ) =  (α/β ∙  γ/δ)  ∙  ε/ζ  και αντίστοιχα:  2/3  ∙  (5/7  ∙  11/13) = (2/3  ∙  5/7) ∙ 11/13


	Επιμεριστική ιδιότητα: α/β  ∙  (γ/δ  + ε/ζ)  =  α/β  ∙  γ/δ  +  α/β  ∙  ε/ζ    ή     α/β  ∙  (γ/δ  -  ε/ζ)  =  α/β ∙ γ/δ  -  α/β  ∙  ε/ζ




Παράδειγμα:

Μία σανίδα είναι χωρισμένη σε 8 ίσα τμήματα (βλ Εικόνα 2.5). Αν κάθε τμήμα έχει μήκος  60 ∙ 2/3 cm να βρείτε το  συνολικό μήκος της σανίδας.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.5 Σανίδα διαμερισμένη σε ίσα τμήματα.

 

Λύση:

Αφού το καθένα από τα 8 τμήματα της σανίδας έχει μήκος 60 ∙ 2/3 cm για να βρούμε το συνολικό μήκος της σανίδας θα πολλαπλασιάσουμε το πλήθος των τμημάτων με το μήκος του κάθε τμήματος.

Επομένως έχουμε:


Μήκος Ταμπλό = 8 ∙ 60 ∙  2/3  =  480 ∙  2/3   =  480 ∙2/3   =  960/3   =   320 cm.

Παράδειγμα:

Να βρεθεί το γινόμενο:  5/7  ∙  11/6  ∙  8/5

Λύση:

Για την εύρεση του ζητούμενου γινομένου εκτελούμε πολλαπλασιασμό κλασμάτων:
5/7  ∙  11/6  ∙  8/5  =  3∙11∙8/7∙6∙5  =  264/210


2.4.3 Διαίρεση κλασμάτων

Οι κανόνες που εφαρμόζονται στη διαίρεση κλασμάτων είναι:


	Για να διαιρέσουμε δύο φυσικούς αριθμούς αρκεί να πολλαπλασιάσουμε τον διαιρετέο με τον αντίστροφο του διαιρέτη.  Στα μαθηματικά ο αντίστροφος ενός αριθμού x, συμβολίζεται με 1/x   ή    x-1. Έστω α και β φυσικοί αριθμοί, για τη διαίρεσή τους ισχύει:  α:β  = α ∙ 1/β =  α/β  , οπότε αντίστοιχα 5:4 =  5 ∙  1/4  =  5/4 .

	Για να διαιρέσουμε δύο κλάσματα αρκεί να πολλαπλασιάσουμε το πρώτο κλάσμα με το αντιστροφό του δευτέρου κλάσματος. Δηλαδή:  α/β  :  γ/δ  =  α/β  :  δ/γ . Για παράδειγμα ισχύει: 5/3 ∶7/4   =  5/3   ∙  4/7  =  20/21 .


Ένα κλάσμα του οποίου ένας τουλάχιστον όρος είναι επίσης κλάσμα ονομάζεται σύνθετο κλάσμα. Για να μετατρέψουμε ένα σύνθετο κλάσμα σε απλό θέτουμε στον αριθμητή του απλού κλάσματος το γινόμενο των άκρων όρων και στον παρονομαστή το γινόμενο των μέσων όρων. Οι άκροι και μέσοι όροι ενός σύνθετου κλάσματος αναπαρίστανται σχηματικά στην Εικόνα 2.6.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.6 Μετατροπή σύνθετου κλάσματος σε απλό.

 

Παράδειγμα:


Να γίνουν απλά τα σύνθετα κλάσματα:





	α)
	[image: kl_01a]
	β)
	[image: kl_01b]






Λύση:




	α)
	[image: kl_01c]









	β)
	[image: kl_01d]







Παράδειγμα:


Να εκτελεστούν οι πράξεις:

[image: kl_02a]

Λύση:

[image: kl_02b]


Παράδειγμα:

Στην κατασκευή της Εικόνας 2.7 ένας αριθμός από ίσα τμήματα του κουφώματος εκτίθενται στις καιρικές συνθήκες. Να βρείτε το μήκος του κάθε τμήματος.
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Εικόνα 2.7 Μήκος κουφώματος.

 

Λύση:

Από την Εικόνα 2.7 προκύπτει ότι το συνολικό μήκος των τμημάτων του κουφώματος που εκτίθενται στις καιρικές συνθήκες είναι 180 ∙ 2/5 cm και ο αριθμός των τμημάτων είναι 21. Διαιρώντας το συνολικό μήκος με το πλήθος των τμημάτων θα προκύψει το μήκος του κάθε επιμέρους τμήματος. Επομένως έχουμε: 

[image: kl_03]





2.5 Ποσοστά


Ποσοστό ενός ποσού είναι ένα μέρος του ποσού αυτού. Ποσοστό στα 100 είναι κάθε κλάσμα με παρονομαστή 100 και συμβολικά γράφεται %. Είναι η λογιστική γραφή του κλάσματος  ν/100 (Steinig, J. 1992).  Για παράδειγμα, το ποσοστό 25% ισούται με  25/100 =  0,25.
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Εικόνα 2.8 Σχηματική αναπαράσταση ποσοστών.

 

Όμοια, το ποσοστό ‰ (τοις χιλίοις) είναι ένας άλλος τρόπος γραφής ενός κλάσματος με παρονομαστή το 1.000 ή ενός δεκαδικού αριθμού που εκφράζει χιλιοστά. Για παράδειγμα το  25‰ =  25/1.000 = 0,025.

Τα ποσοστά μπορούν να παρασταθούν σε σχηματική μορφή με πίνακα, με ραβδογράμματα, με ορθογώνια διαγράμματα και με κυκλικά διαγράμματα (Εικόνα 2.8).

Ένα δεκαδικό ή ακέραιο αριθμό μπορούμε εύκολα να τον μετατρέψουμε σε ποσοστό % αν τον πολλαπλασιάσουμε επί 100 (μετακινούμε την υποδιαστολή κατά δύο θέσεις δεξιά) και προσθέσουμε στο τέλος το σύμβολο του ποσοστού (%). Για παράδειγμα ο αριθμός 0,5 αντιστοιχεί στο 50%, ο αριθμός 0,75 στο 75%, ο 0,825 στο 82,5% και ο 1 στο 100%.

Ένα κλάσμα μπορούμε να το μετατρέψουμε σε ποσοστό % με τους εξής τρόπους:


	Αν το μετατρέψουμε σε ισοδύναμο κλάσμα με παρονομαστή το 100, 
π.χ  1/2 =  1∙50/2∙50 =  50/100 = 50%

	ή αν κάνουμε τη διαίρεση ανάμεσα στους όρους του,
π.χ  1/2 = 0,5 = 50%




Παράδειγμα:

Να γραφούν ως ποσοστά τα κλάσματα:
 α)   4/5 ,  β)  84/93


Λύση:


α)   4/5  =  4∙20/5∙20  =  80/100 = 80%



β)  84/93  =  0,90  =  90/100  = 90%



2.5.1 Προβλήματα με ποσοστά

Σε ένα πρόβλημα ποσοστών ο στόχος είναι να υπολογιστεί ένα η περισσότερα ποσοστά διαφοροποίησης κάποιων τελικών τιμών αναφορικά με κάποιες αρχικές τιμές. Για παράδειγμα, αν η τιµή ενός προϊόντος αυξήθηκε κατά 15% από την αρχική που ήταν 20€. Η τελική τιμή του προϊόντος που προκύπτει από την ποσοστιαία αυξηση υπολογίζεται ως 20 + 20 ∙ 0,15 = 20 + 3 = 23€.

Αρχική τιμή είναι η τιμή του αρχικού ποσού πάνω στην οποία υπολογίζεται το ποσοστό.

Τελική τιμή είναι η τιμή που προκύπτει όταν το ποσοστό αφαιρεθεί ή προστεθεί στην αρχική τιμή.

Για τον υπολογισμό των προβλημάτων με ποσοστά βρίσκουμε την αρχική τιμή αν δεν δίνεται και τη διαφορά (αύξηση ή μείωση) της αρχικής από την τελική τιμή. Το ποσοστό είναι ίσο με το πηλίκο της διαφοράς προς την αρχική τιμή.

[image: 01]
Παράδειγμα:

Μια πολυθρόνα μπερζέρα πωλείται 130€, ενώ στις εκπτώσεις πωλείται 104€. Ποιο είναι το ποσοστό της έκπτωσης;

Λύση:

Από τα δεδομένα του προβλήματος γνωρίζουμε:

	Τιμή πριν την έκπτωση = 130€ (Αρχική τιμή)

	Τιμή μετά την έκπτωση = 104€ (Τελική τιμή) 


Και το ζητούμενο είναι το ποσοστό της έκπτωσης επί τοις εκατό %.

Σύμφωνα με τον πρώτο τρόπο εύρεσης των ποσοστών βρίσκω την διαφορά της αρχικής από την τελική τιμή δηλαδή: 130 - 104 = 26€. Συνεπώς το ποσοστό υπολογίζεται από το πηλίκο:

[image: 02]



2.6 Αναλογίες και λόγος δύο αριθμών


Λόγος δύο ομοειδών μεγεθών, που εκφράζονται με την ίδια μονάδα μέτρησης, είναι το πηλίκο των μέτρων τους. Πιο απλά λόγος ενός αριθμού α προς το διάφορο του μεδενός αριθμού b είναι το κλάσμα α/β = λ για το οποίο ισχύει α = λ ∙ β.


Η ισότητα δύο ή και περισσότερων λόγων (κλασμάτων) ονομάζεται αναλογία, δηλαδή: α/β =  γ/δ. Κάθε σχέση αναλογίας α/β =  γ/δ  είναι ισοδύναμη με τη σχέση α ∙ δ = β ∙ γ .


Δύο σχήματα λέγονται όμοια όταν το ένα αποτελεί σμίκρυνση ή μεγέθυνση του άλλου. Ο λόγος της απόστασης δύο σημείων μιας εικόνας ενός αντικειμένου προς την πραγματική απόσταση των δύο αντίστοιχων σημείων του αντικειμένου, ονομάζεται κλίμακα.


[image: 03]
Αν οι λόγοι των αντιστοίχων πλευρών δύο παραλληλογράμμων είναι ίσοι, τότε αυτοί θα είναι ίσοι και με το λόγο των περιμέτρων τους (Swan, M. 2001).


Παράδειγμα:


Μετρούμε μια απόσταση σε χάρτη με κλίμακα 1:10.000.000 και τη βρίσκουμε ίση με 2,4 cm. Ποια είναι η πραγματική απόσταση των δύο σημείων;


Λύση:


Αφού δίνεται η κλίμακα 1:10.000.000, στο 1cm του χάρτη αντιστοιχούν 10.000.000 cm στην πραγματικότητα.

Συνεπώς, αν τα  2,4 cm του χάρτη αντιστοιχούν σε x cm στην πραγματικότητα  θα έχουμε: 24/x =  1/10.000.000.

Επομένως ισχύει ότι:
1 • x  =  2,4 • 10.000.000   ή   x = 24.000.000 cm = 240.000 m = 240 km.




2.7 Ανάλογα ποσά


Δύο ποσά λέγονται ανάλογα αν μεταβάλλονται με τέτοιο τρόπο ώστε όταν οι τιμές του ενός πολλαπλασιάζονται με έναν αριθμό τότε και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου να πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο αριθμό (Swan, M. 2001).

Δύο ποσά x και y είναι ανάλογα, όταν οι αντίστοιχες τιμές τους δίνουν πάντα το ίδιο πηλίκο:  y/x = α. Το πηλίκο α λέγεται συντελεστής αναλογίας.



		Τα ανάλογα ποσά x και y συνδέονται με τη σχέση y = α ∙ x όπου α ο συντελεστής αναλογίας.

	Όταν το ποσό y είναι ποσοστό του ποσού x, τα δύο ποσά συνδέονται με τη σχέση   y =  α/100 ∙ x  και είναι ανάλογα με συντελεστή αναλογίας το  α/100 ή α%.






Η σχέση αναλογίας  y = α • x εκφράζει μια συσχέτιση των ποσοτήτων x και y.

Συγκεκριμένα, ο πολλαπλασιασμός του ενός ποσού με κάποιον συντελεστή, έστω  κ, αντιστοιχεί σε πολλαπλασιασμό και του άλλου ποσού επίσης με κ.

Για τον υπολογισμό των αναλογιών σε προβλήματα ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:


	Κατασκευάζουμε τον πίνακα ποσών και τιμών. Πρόκειται για πίνακα όπου στο πρώτο κελί της κάθε γραμμής βάζουμε το μέγεθος που μας ενδιαφέρει και στα επόμενα δύο κελιά της γραμμής βάζουμε την αρχική και τελική τιμή του.

	Εξετάζουμε αν τα ποσά είναι ανάλογα.

	Χρησιμοποιούμε μεταβλητή για την άγνωστη τιμή.

	Σχηματίζουμε την αναλογία και την αντίστοιχη εξίσωση.

	Βρίσκουμε τον άγνωστο όρο της αναλογίας λύνοντας την εξίσωση που σχηματίστηκε.



Παράδειγμα:

Τα 5 μέτρα ύφασμα για καναπέ κοστίζουν 30 €. Πόσο κοστίζουν τα 12 μέτρα;

Λύση:





	Ποσά
	Τιμές





	Μήκος υφάσματος σε μέτρα
	5
	12





	Αξία σε €
	30
	x






Πίνακας 2.1. Πίνακας ποσών και Τιμών για την αναλογία μήκος υφάσματος και αξία.


Τα ποσά μήκος υφάσματος και αξία είναι ανάλογα ποσά (το διπλάσιο μήκος έχει διπλάσια αξία).

Στα ανάλογα ποσά οι λόγοι των τιμών τους είναι ίσοι. Σχηματίζουμε τον Πίνακα  2.1 ποσών και τιμών και με βάση τα παραπάνω υπολογίζουμε τον άγνωστο όρο. Η αναλογία είναι:



[image: 04] 




Επομένως παίρνοντας τα χιαστί γινόμενα έχουμε:  5 ∙ x = 30 ∙12=360.

Άρα x = 360∶ 5 = 72 και έτσι τα 12 μέτρα υφάσματος κοστίζουν 72 ευρώ.






2.8 Γραφική αναπαράσταση σχέσης αναλογίας


Τα ανάλογα ποσά συνδέονται με μία σχέση της μορφής y = α ∙ x. Τα σημεία που αντιστοιχούν στα ζεύγη τιμών (x, y) δύο ανάλογων ποσών βρίσκονται πάνω σε μία ευθεία με αρχή την αρχή Ο (0, 0) των αξόνων. 

Θα σχεδιάσουμε για παράδειγμα τη γραφική παράσταση της σχέσης αναλογίας y = 3x με τη βοήθεια του παρακάτω πίνακα τιμών (βλ. Πίνακας 2.2).




	x
	0
	1
	2
	3



	y
	0
	3
	6
	9




Πίνακας 2.2. Πίνακας τιμών για τη σχέση y = αx. 


Επομένως για κάθε τιμή του x και του y εντοπίζουμε ένα σημείο και αν το ενώσουμε με τα υπόλοιπα που προκύπτουν δημιουργείται η ημιευθεία της Εικόνας 2.9.
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Εικόνα 2.9 Γραφική αναπαράσταση σχέση αναλογίας.

 


2.9 Προβλήματα αναλογιών

Για να διαπιστώσουμε αν δύο ποσά είναι ανάλογα χρησιμοποιούμε τα παρακάτω:


	Τον ορισμό των ανάλογων ποσών. Εξετάζουμε αν τα ποσά που μεταβάλλονται είναι τέτοια ώστε όταν οι τιμές του ενός ποσού πολλαπλασιάζονται με έναν αριθμό, τότε και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο αριθμό. 


	Για παράδειγμα αν 15 = 5 ∙ 3  πρέπει  24 = 8 ∙ 3   και  αν  2,5 = 5 ∙ 1/2  πρέπει  4,5 = 9 ∙  1/2 .



	Τη σχέση y = α ∙ x. Εξετάζουμε αν τα ποσά συνδέονται με μια σχέση αναλογίας.


	Για παράδειγμα:  Κόστος σετ πιάτων= 2€ ∙ αριθμός πιάτων (2€ το πιάτο).


	Τη σχέση  y/x = α. Εξετάζουμε αν όλες οι αντίστοιχες τιμές των δύο ποσών έχουν σταθερό λόγο. 


	Παράδειγμα της συγκεκριμένης περίπτωσης απεικονίζεται στον Πίνακα  2.3 που ακολουθεί.





	x
	y
	y/x = 2



	4
	8
	8/4 = 2


	

	6,5
	13
	13/6,5 = 2



	9
	18
	18/9 = 2




Πίνακας 2.3. Πίνακας τιμών για τη σχέση y/x = α.


Παράδειγμα:

Το βάρος μας στο φεγγάρι και το βάρος μας στη γη είναι ποσά  ανάλογα. Ένας αστροναύτης ζυγίζει στο φεγγάρι 13Kg και στη γη 78Kg. Πόσο θα ζυγίζει στο φεγγάρι ένα παιδί που στη γη έχει βάρος 52Kg;

Λύση:

Από τα δεδομένα του προβλήματος δημιουργείται ο Πίνακας 2.4:




	Βάρος στη γη
	78
	52




	Βάρος στο φεγγάρι
	13
	x




Πίνακας 2.4. Πίνακας αναλογιών για την αναλογία βάρος στη γή και βάρος στο φεγγάρι.


Σύμφωνα με την αναλογία του βάρους στη γη με το φεγγάρι ισχύει: 

	78 ∙ x = 13 ∙ 52 ⇒ 78 ∙ x = 676  άρα  x = 8,66.





2.10 Αντιστρόφως ανάλογα ποσά


Δύο ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα όταν η μεταβολή τους είναι τέτοια ώστε όταν το ένα μέγεθος πολλαπλασιάζεται με έναν αριθμό το άλλο να διαιρείται με τον ίδιο αριθμό.

Όταν δύο ποσά x και y είναι αντιστρόφως ανάλογα το γινόμενο των αντίστοιχων τιμών τους παραμένει σταθερό: y · x = α,  α ≠ 0.

Ο Πίνακας 2.5 που ακολουθεί περιλαμβάνει αντιστρόφως ανάλογα ποσά καθώς και το γινόμενό τους.




	x
	y
	x ∙ y = 30



	5
	6
	5 ∙ 6 = 30 



	15
	2
	15 ∙ 2 = 30



	2,5
	12
	2,5 ∙ 12 = 30




Πίνακας 2.5. Πίνακας τιμών για τη σχέση y/x = α.



Στην περίπτωση που α = 1, τα x και y είναι αντίστροφοι αριθμοί.

Τα σημεία που παριστούν τα ζεύγη (x, y) βρίσκονται σε μία καμπύλη γραμμή. Η καμπύλη αυτή ονομάζεται υπερβολή. Η υπερβολή δεν τέμνει ποτέ τους ημιάξονες Οx και Οy, διότι οι συντεταγμένες των σημείων της δεν παίρνουν ποτέ την τιμή  0 (βλ. Εικόνα 2.10).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.10 Η υπερβολή  y = α/x.

 

Παράδειγμα:

Οι 10 εργάτες τελειώνουν ένα έργο σε 20 ημέρες. Σε πόσες ημέρες θα τελειώσουν το ίδιο έργο οι 5 εργάτες;


Λύση:

Οι διπλάσιοι εργάτες θα τελειώσουν το έργο στις μισές ημέρες. Οι μισοί εργάτες θα τελειώσουν το έργο σε διπλάσιες ημέρες. Συνεπώς τα ποσά ημέρες και εργάτες είναι αντιστρόφως ανάλογα (βλ. Πίνακα 2.6). 




	Εργάτες
	10
	5



	Ημέρες
	20
	x




Πίνακας 2.6. Πίνακας αναλογιών για τα αντιστρόφως ανάλογα ποσά αριθμός εργατών και ημέρες.



Στα αντιστρόφως ανάλογα ποσά τα αντίστοιχα γινόμενα είναι ίσα.

Συνεπώς: 5 ∙ x = 10 ∙ 20 ⇒ 5 ∙ x = 200 ⇒ x = 40



Λυμένες ασκήσεις


	Κατά το σχεδιασμό μιας σκάλας δίνονται οι λόγοι και τα μήκη του πλάτους και του ύψους των διαφόρων τμημάτων των σκαλιών. Να υπολογίσετε το ύψος Α και το μήκος Β του σχεδίου της σκάλας (βλ. Eικόνα 2.11).



Λύση:
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Εικόνα 2.11 Διαστάσεις σχεδίου σκάλας.

 

Για τον υπολογισμό του μήκους Α θα προσθέσουμε τα μήκη των οριζόντιων επιφανειών των σκαλιών και θα αφαιρέσουμε τα μήκη των επιφανειών που συνδέουν τα σκαλοπάτια μεταξύ τους. 

Είναι: Μήκος Α= 10 -  13/16 + 10  -  13/16  + 10 -   7/8  + 10  -  7/8 .

Τα κλάσματα είναι ετερώνυμα και πρέπει πρώτα να μετατραπούν σε ισοδύναμα ομώνυμα.

Έχουμε: ΕΚΠ(1,8,16) = 16 οπότε 16:1 = 16  και 16:8 = 2.

Επομένως: Μήκος Α=  160/16  -   13/16  +  160/16   -  13/16  +  160/16  -   14/16  +  160/16  -   14/16  =  586/16  =  36,62 cm

Αντίστοιχα για τον υπολογισμό τους ύψους Β της σκάλας προσθέτουμε τα ύψη των επιαφανειών που συνδέουν τα σκαλοπάτια.

Είναι: Ύψος Β =7 1/2 +  13/16  +  13/16  +  7/8  +  7/8 , και στη συγκεκριμένη παράσταση τα κλάσματα είναι ετερώνυμα, και ΕΚΠ (2, 8, 16) = 16, οπότε 16:2 = 8 και 16:8 = 2.
 
Άρα μετατρέπουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα και συνεχίζουμε την πρόσθεσή τους: Ύψος Β  =  56/16  +  13/16  +  13/16  +  14/16  +  14/16  =  110/16  =  6,87cm


	Στο φράχτη της Εικόνας 2.12 αν κάθε τμήμα έχει ύψος 5 1/2 cm, να βρείτε το ύψος του φράχτη.
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Εικόνα 2.12 Το ύψος των τμημάτων ενός φράχτη.

 

Λύση:

Για να βρούμε το συνολικό ύψος του φράχτη αρκεί να προσθέσουμε το ύψος των τμημάτων που περιλαμβάνει. Οπότε έχουμε:

Ύψος =   3/4 + 5   1/2  +  8 + 5   1/2 + 8 + 10.

Μετατρέπουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα με χρήση του ΕΚΠ. Είναι ΕΚΠ (1, 2, 4) = 4 οπότε 4:1 = 4 και 4:2 = 2.

Επιπλέον είναι: Ύψος =   3/4 +   10/4  +   16/4  +   10/4  +   16/4  +   40/4  =   95/4  =  23,75 .

Συνεπώς το ύψος του φράχτη είναι 23,75 cm.


		Για την κατασκευή ποδιού τραπεζαρίας ορθογωνικής διατομής με εμβαδό 200 cm2   το κόστος ανέρχεται στα 70€. Για το πόδι  της Εικόνας 2.13 με εμβαδό 325 cm2  ποιο θα είναι το κόστος ;
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Εικόνα 2.13 Πόδια τραπεζαρίας ορθογωνικής διατομής.

 

Λύση:


Εφόσον πρόκειται για ποσά ανάλογα προκύπτει ο Πίνακας αναλογιών 2.7.




	Εμβαδό
	200
	325



	Αξία σε ευρώ
	70
	x





Πίνακας 2.7. Πίνακας αναλογιών για ποσά εμβαδό ποδιού και αξία.


Συνεπώς:  200/75  =  325/x ⇔ 200 ∙ x = 325 ∙ 75  ⇔ 200 ∙ x = 24.375  άρα   x = 121, 87 ευρώ .

		Τα 3/5 του φύλλου μελαμίνης για ένα γραφείο κοστίζουν 27 ευρώ. Πόσο κοστίζουν τα 8/9 του φύλλου μελαμίνης που θα χρειαστούν για το γραφείο;



Λύση:


Τα   3/5 του φύλλου μελαμίνης κοστίζουν 27€. Άρα το   1/5   κοστίζει  27:3 = 9€.

Τα  5/5  κοστίζουν 5 ∙ 9€ = 45€.

Για να βρούμε την τιμή του όλου ξεκινάμε από την τιμή του μέρους και υπολογίζουμε την τιμή της μονάδας ( κάνουμε δηλαδή όπως λέμε "αναγωγή στη μονάδα" ).

Τα   9/9  κοστίζουν 45€. Άρα το  1/9   κοστίζει   45/9  =  5 €.

Έτσι τα   8/9  κοστίζουν 8 ∙ 5 = 40€.

Διότι ισχύει:  1 =  5/5  =  9/9



		Να μετατραπούν σε ομώνυμα τα κλάσματα  3/5 ,  2/3   και   5/20 .



Λύση:


Το κλάσμα   5/20 μπορεί να απλοποιηθεί διαιρώντας με το ΜΚΔ (5, 20) = 5 οπότε έχουμε: 
 5:5/20:5  =  1/4.

Για τα κλάσματα   3/5  ,   2/3   και   1/4  βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών τους και έχουμε: ΕΚΠ (5, 3, 4) = 60.

Στη συνέχεια διαιρούμε το ΕΚΠ με τους παρονομαστές: 60:5 = 12, 60:3 = 20  και  60:4 = 15.

Τέλος πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κάθε κλάσματος με τα αποτελέσματα των παραπάνω διαιρέσεων και έχουμε:

3/5 =   3∙12/5∙12  =  36/60 .

2/3 =   2∙20/3∙20  =  40/60 .

1/4 =   1∙15/4∙15  =  15/60 .


Επομένως τα αρχικά κλάσματα μετατράπηκαν στα ισοδύναμα ομώνυμα:  36/60 ,   40/60 ,  15/60 .


	

	Να συγκριθούν τα κλάσματα: 



 α)  3/5  και  3/9
 
 β)  7/8   και   4/8   και

 γ)  8/15  και   12/18 .

Λύση:


α)  3/5  >  3/9 αφού 5 < 9.

β)  7/8  >  4/8 αφού 4 < 7.

γ) Είναι   8/15  =  8∙6/15∙6  =  48/90   και   12/18  =  12∙5/18∙5  =   60/90   και  επειδή 48 < 60 ισχύει   48/90 <  60/90  δηλαδή   8/15 < 12/18 .


	
	Να γραφούν σε μορφή κλάσματος τα ποσοστά:


α) 12%  και

β) 32,5%.


Λύση:


α) 12% =  12/100  =  12:4/100:4  =  3/25

β) 32,5% =   32,5/100  =   325/1.000  =  13/40


		Ποσό 1.000€ κατατέθηκε σε λογαριασμό ταμιευτηρίου με επιτόκιο 5%. Πόσος είναι ο τόκος που θα αποδώσει το κεφάλαιο αυτό μετά από 18 μήνες αν οι τόκοι προστίθενται στο κεφάλαιο κάθε χρόνο;



Λύση:


Θεωρούμε γνωστό ότι: Τόκος = Κεφάλαιο · Επιτόκιο.

Άρα: Τόκος α΄ έτους είναι:  1.000€ ∙ 5% = 1.000€ ∙  5/100 = 50€.

Στο τέλος των 12 μηνών το κεφάλαιο θα γίνει: 1.000€ + 50 € = 1.050€.

Ο τόκος στους επόμενους 6 μήνες θα είναι τα   6/12 του ετήσιου τόκου δηλαδή:


	1.050€ ∙ 5% ∙   6/12  = 1.050€ ∙  5/100  ∙   6/12  = 26,25€.


Ο συνολικός τόκος που απέδωσαν τα 1.000 € σε 18 μήνες είναι:

 	50€ + 26,25€ = 76,25€.




		Ένα δισκοπρίονο κόβει 96 πλάκες ξύλου σε 30 λεπτά της ώρας. Σε πόσο χρόνο θα κόψει 576 πλάκες ξύλου;



Λύση:


Τα ποσά είναι ανάλογα.  Δημιουργούμε τον Πίνακα 2.8 των αναλογιών:




	Σελίδες
	96
	576



	Λεπτά
	30
	x




Πίνακας 2.8.  Πίνακας αναλογιών για ποσά αριθμός σελίδων και λεπτά.

            
Συνεπώς:  96/30  =  576/x  ⇔  3,2/1 =  576/x   οπότε  3,2x = 576 ⇒ x = 576:3,2

και άρα τα λεπτά που θα χρειαστούν για να κοπούν οι 576 πλάκες είναι:

 x = 180 λεπτά



	Μια ομάδα στρατιωτών από 12 άνδρες έχει τρόφιμα για 36 ημέρες. Στην ομάδα των στρατιωτών ήρθαν ακόμη 6 νεοσύλλεκτοι. Πόσες ημέρες θα καταφέρει να περάσει η ομάδα με τα τρόφιμα;



Λύση:


Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα. Το πρόβλημα μπορεί να λυθεί με πίνακα ποσών και τιμών (βλ. Πίνακας 2.9).




	Αριθμός στρατιωτών
	12
	18



	Αριθμός ημερών
	36
	x





Πίνακας 2.9.  Πίνακας αναλογιών για ποσά αριθμός στρατιωτών και ημερών.


Το 18 προήλθε από το άθροισμα των 12 ανδρών και των 6 νεοσύλλεκτων.

Σχηματίζουμε την εξίσωση των ίσων γινομένων: 


	18 ∙ x = 12 ∙ 36  οπότε  18 ∙ x = 432   άρα   x = 432:18   και  προκύπτει  x = 24.


Συνεπώς η ομάδα των στρατιωτών θα περάσει 24 ημέρες με τα υπάρχοντα τρόφιμα.





Διαδραστικές Ερωτήσεις Αξιολόγησης


		Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λάθος στον Πίνακα 2.10.





	α) Το κλάσμα   3/4 είναι μικρότερο του 1.
	Σ
	Λ




	β) Το  1/5  του 100 είναι 25. 
	Σ
	Λ




	γ) Τα 20 λεπτά της ώρας είναι τα   2/6  της ώρας.
	Σ
	Λ




	δ) Υπάρχει κλάσμα με παρονομαστή 0.
	Σ
	Λ























Πίνακας 2.10.  Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.


	Να επιλεγεί η σωστή απάντηση:
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	12 [image: Te]

	4[image: Te]

	9[image: Te]

	6[image: Te]
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	7[image: Te]

	6 [image: Te]

	4[image: Te]

	3[image: Te]
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	7[image: Te]

	6[image: Te]

	28[image: Te]

	12[image: Te]
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	2[image: Te]

	3[image: Te]

	28[image: Te]

	12[image: Te]













	Χαρακτηρίστε τα παρακάτω αθροίσματα με (Σ) αν είναι σωστά και με (Λ) αν είναι λάθος στον Πίνακα 2.11.





	Α.  8/10  +   4/10 = 6/5
	Σ
	Λ




	Β.  5/9  +   4/9 = 1
	Σ
	Λ



	Γ.  45/90  +  19/90 = 2
	Σ
	Λ



	Δ.  16/12  +   8/12 = 4
	Σ
	Λ






















Πίνακας 2.11. Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.




Προβλήματα



		Για το τραπέζι της Εικόνας 2.14 να βρείτε την περίμετρο και το εμβαδό της επιφάνειας του τραπεζιού. Να υπολογίσετε σε εκατοστά το ύψος των ποδιών και την περίμετρό τους. Δίνεται ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι Ε = μήκος ∙ πλάτος  και η περίμετρός του  Π = 2 ∙ μήκος + 2 ∙ πλάτος.



 

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.14 Διαστάσεις τραπεζιού.

 

		Στο ερμάριο της Εικόνας 2.15 να βρείτε: α) Ποιο είναι το συνολικό μήκος των ραφιών στο ερμάριο. β) Την ενδιάμεση απόσταση που καλύπτει το υλικό στην επιφάνεια του ραφιού.


 

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.15 Διαστάσεις ερμαρίου.



		Για την κατασκευή του πατώματος ενός σαλονιού χρειάζονται 126 σανίδες πλάτους 0,16 μέτρων. Πόσες σανίδες θα χρειαστούν αν το πλάτος τους είναι 0,08 μέτρα;



		Βρες ποιο μέρος του κιλού είναι τα:  α) 100,  β) 250,  γ) 500,  δ) 600 γραμμάρια.



		Ποιο μέρος:  α) του μήνα,  β) του εξαμήνου,  γ) του έτους είναι οι 15 ημέρες;



		Ποιοι κλασματικοί αριθμοί μπορούν να τοποθετηθούν στα σημεία Α, Β, Γ, Δ της Eικόνας 2.16;
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Εικόνα 2.16 Κλασματικά σημεία σε άξονα.

 


		Σε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο η μια πλευρά του είναι 33 εκατοστά και η άλλη τα   3/11  της πρώτης. Να βρείτε την περίμετρο του ορθογωνίου.



		Να απλοποιήσετε τα κλάσματα: α)  25/30 , β)  12/9 , γ)  32/56 .



		Να βρείτε ποια από τα κλάσματα είναι ανάγωγα: α)  32/30 ,  β)  15/14  ,  γ)  51/16  και   δ)  26/50 .



		Να γίνουν ομώνυμα τα παρακάτω κλάσματα:



	α)  3/5  και  7/9 ,

	β) 7/8   και   3/10  ,

	γ) 11/3  και   7/12 .




		Ποιο κλάσμα πρέπει να προσθέσουμε στο  3/8  για να βρούμε άθροισμα   5/9  ;



		Υπολογίστε τα γινόμενα: α)  3/5  ∙  7/8   , β)   3  ∙  3/4 ,  γ)  4/9  ∙  5/9.



		Ποια θα είναι η τιμή πώλησης ενός παλτού αξίας 150€ με επιβάρυνση ΦΠΑ 23%;



		Αν οι διαστάσεις ενός δωματίου σε ένα σχέδιο με κλίμακα 1∶ 250 είναι 3 x 5 οι πραγματικές διαστάσεις του δωματίου θα είναι  ...  x ... .



		Ο Νικόλας αγόρασε 5 τετράδια και έδωσε 12, 25€. Πόσα χρήμστα θα δώσει για να αγοράσει 8 τετράδια;



		Δύο ποσά x και y είναι ανάλογα με συντελεστή αναλογίας  α = 1,5.



		Δημιούργησε έναν πίνακα τιμών των δύο ποσών, ο οποίος να περιέχει τουλάχιστον δύο ζεύγη τιμών.

		Βρες τα σημεία που αναπαριστούν τα ζεύγη τιμών του πίνακά σου.

    	Σχεδίασε τη γραφική αναπαράσταση της σχέσης αναλογίας των ποσών x και y, σε ένα ορθοκανονικό σύστημα ημιαξόνων.




	Το πετρέλαιο που υπάρχει στη δεξαμενή μιας πολυκατοικίας επαρκεί για 30 ημέρες όταν καταναλώνονται 80 lt την ημέρα. Όταν το κρύο δυναμώνει η ημερήσια κατανάλωση αυξάνεται κατά 20%. Για πόσες ημέρες θα υπάρχει πετρέλαιο όταν έχουμε δυνατό κρύο;



	Η μηνιαία κάρτα απεριορίστων διαδρομών στοιχίζει 12€ και η τιμή της θα αυξηθεί κατά 75%. Το εισιτήριο στο αστικό λεωφορείο είναι 0,7€ και θα αυξηθεί κατά 50%. Ένας εργαζόμενος χρησιμοποιεί λεωφορείο για να μετακινείται από και προς την εργασία του είκοσι φορές το μήνα. Τον συμφέρει η χρήση της κάρτας ή όχι;



	Για να επιστρωθεί η πλατεία ενός χωριού με τσιμεντόπλακες πρέπει να εργαστούν 8 εργάτες για 5 ημέρες. Πόσοι εργάτες θα τελειώσουν την πλακόστρωση σε 2 ημέρες;
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